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Abstract.
En s’appuyant sur la notion de forme modulaire forte développée dans la partie I [4], nous proposons de
structurer la famille de formes paraboliques (S2k(Γ0(N)))k∈ N∗ et de déterminer des bases pour chacun
de ces espaces, une fois connues des bases pour les premières valeurs de k.
Nous appliquons ensuite ces résultats théoriques pour déterminer explicitement des bases pour les
familles d’espaces (S2k(Γ0(N)))k∈ N∗ lorsque 1 6 N 6 10.
Key words. formes modulaires, unités modulaires, fonction de Dedekind.
Classification A.M.S. 2010 : 11F11, 11G16, 11F33, 33E05.
1 – Structure et bases de (S2k(Γ(N)))k∈N∗, N entier positif
L’objectif de ce paragraphe est de structurer les espaces de formes modulaires paraboliques d’un niveau
N donné, et d’obtenir des résultats exploitables pour construire des bases échelonnées unitaires pour
ces espaces (S2k(Γ(N)))k∈N∗ .
On note δ2k(N) = dim(S2k(Γ0(N))). Par la suite, B2k(Γ0(N)) = (E
(s)
2k,N )06s6d2k(N)−1 désigne une base
échelonnée unitaire de M2k(Γ0(N)) alors que C2k(Γ0(N)) = (F
(s)
2k,N )16s6δ2k(N) fait référence à une base
échelonnée unitaire de S2k(Γ0(N)).
Connaissant une famille (B2k(Γ0(N)))k∈N∗ , on recherche une famille (C2k(Γ0(N)))k∈N∗ . Pour cela, l’outil
principal reste la forme modulaire forte ∆N , même si celle-ci n’est pas parabolique.
L’application ϕ : S2k(Γ0(N)) → {Φ ∈ S2k+ρN (Γ0(N)) / ν(Φ) > ν(∆)} définie par ϕ(Φ) = ∆NΦ est
clairement un isomorphisme, et par suite :
∀k ∈ N∗, ∆NS2k(Γ0(N)) = {Φ ∈ S2k+ρN (Γ0(N)) / ν(Φ) > ν(∆)}. (1)
L’isomorphisme ϕ conduit au résultat suivant.
Lemme III- 1.1. Avec les notations précédentes, pour 2k > 2,
S2k+ρN (Γ0(N)) = V ect(F
(s)
2k+ρN ,N
/ ν(F
(s)
2k+ρN ,N
) 6 ν(∆N ))⊕∆NS2k(Γ0(N)). (2)
De plus, on peut choisir
∀s ∈ Jν(∆N ) + 1, δ2k(N)K, F
(s)
2k+ρN ,N
= ∆N .F
(s−ν(∆N ))
2k,N . (3)
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Les formules donnant les dimensions des espaces modulaires et le théorème I-7.1 donnent le résultat
suivant.
Lemme III- 1.2. Soit N ∈ N∗, on note ρN le poids de ∆N . Pour k > 2,
dim(S2k+ρN (Γ0(N))) − dim(S2k(Γ0(N))) = ν(∆N ). (4)
et pour k = 1,
dim(S2+ρN (Γ0(N)))− dim(S2(Γ0(N))) = ν(∆N )− 1. (5)
Or, on déduit du lemme III-1.1 l’égalité
∀k > 1, dim(S2k+ρN (Γ0(N))) = dim(S2k(Γ0(N))) + Card({s / ν(F
(s)
2k+ρN ,N
) 6 ν(∆N )}) (6)
Par suite, si k > 2,
Card({s / ν(F
(s)
2k+ρN ,N
) 6 ν(∆N )}) = ν(∆N ) (7)
et
Card({s / ν(F
(s)
2+ρN ,N
) 6 ν(∆N )}) = ν(∆N )− 1. (8)
De ces résultats sur les valuations des éléments des bases échelonnées unitaires, on déduit le théorème
suivant.
Théorème III- 1.1. Soit N ∈ N∗ et, pour tout entier k > 1, (F
(s)
2k,N )16s6δ2k(N) une base échelonnée
unitaire de S2k(Γ0(N)). Alors
∀k >
ρN
2
+ 2, ∀s ∈ J1, ν(∆N )K, ν(F
(s)
2k,N ) = s. (9)
De plus, on peut choisir
∀k >
ρN
2
+ 2, ∀s ∈ J1, ν(∆N )K, F
(s)
2k,N = F
(s)
ρN+4,N
[E
(0)
2,N ]
k−
ρN
2
−2, (10)
où E
(0)
2,N est un élément de M2(Γ0(N)) unitaire et de valuation nulle.
Le théorème suivant, conséquence directe du lemme III-1.1 et du théorème III-1.1, permet de structurer
la famille (S2k(Γ0(N)))k∈N∗ et de décrire la construction de bases échelonnées unitaires.
Théorème III- 1.2. Soit N un entier strictement positif, alors
∀k ∈ N, k >
ρN
2
+2, S2k(Γ0(N)) = ∆N .S2k−ρN (Γ0(N))⊕V ect
(
F
(s)
ρN+4,N
[E
(0)
2,N ]
k−
ρN
2
−2 / 1 6 s 6 ν(∆N )
)
.
(11)
Par suite, si k > 2 et k = q ρN2 + r avec 2 6 r 6
ρN
2 + 1,
S2k(Γ0(N)) = ∆
q
N .S2r(Γ0(N))
q−1⊕
n=0
∆nN .V ect
(
F
(s)
ρN+4,N
[E
(0)
2,N ]
k−(n+1)
ρN
2
−2 / 1 6 s 6 ν(∆N )
)
. (12)
Ainsi, les formes modulaires ∆N et E
(0)
2,N étant connues [4, 5], la connaissance
(i) des bases (C2k(Γ0(N)))16k6ρN+1
(ii) des ν(∆N ) premiers éléments de CρN+4(Γ0(N))
permet d’obtenir un ensemble de bases (C2k(Γ0(N)))k∈N∗ échelonnées unitaires adaptées à (S2k(Γ0(N)))k∈N∗ .
2
2 – De la théorie à la pratique
On rappelle que B2k(Γ0(N)) = (E
(s)
2k,N )06s6d2k(Γ0(N))−1 désigne une base échelonnée unitaire de
M2k(Γ0(N)) alors que C2k(Γ0(N)) = (F
(s)
2k,N )16s6δ2k(Γ0(N)) fait référence à une base échelonnée uni-
taire de S2k(Γ0(N)) que l’on cherche.
À l’image du théorème I-7.3 pour les espaces (M2k(Γ0(N)))k∈N∗ , le théorème III-1.2 permet de détermi-
ner récursivement ou explicitement des bases de (S2k(Γ0(N)))k∈N∗ . Plutôt que de refaire le travail mené
à la partie II pour obtenir les bases (B2k(Γ0(N)))n∈N∗ , nous allons nous appuyer sur la connaissance
de ces bases pour déterminer des bases (C2k(Γ0(N)))n∈N∗ lorsque 1 6 N 6 10. C’est l’objet du résultat
suivant.
Lemme III- 2.1. Soit k0 ∈ N
∗ et (F
(s)
2k0,N
)16s6δk0 (N) une base échelonnée unitaire de S2k0(Γ0(N)).
Alors
(i) Pour 1 6 s 6 δk0(N), et un entier k > k0, la famille F
(s)
2k0,N
.B2(k−k0)(Γ0(N)) est libre échelonnée
unitaire dans S2k(Γ0(N)).
(ii) Pour un entier k > k0, si dim(S2k(Γ0(N))) = dim(M2(k−k0)(Γ0(N))) + dim(S2k0(Γ0(N))) − 1,
alors
(
F
(u)
2k0,N
[E
(0)
2,N ]
k−k0 , 1 6 u 6 δk0(N)− 1
)
∪F
(δk0 (N))
2k0,N
.B2(k−k0)(Γ0(N)) est une base échelon-
née unitaire de S2k(Γ0(N)).
(iii) S’il existe k0 > 1 pour lequel la condition (ii) s’applique à k ∈ {k0+ i, 1 6 i 6 6}, alors le résultat
(ii) est vrai pour tout k > k0. On peut alors choisir pour tout k > k0 :
C2k(Γ0(N)) =
(
F
(u)
2k0,N
[E
(0)
2,N ]
k−k0 , 1 6 u 6 δk0(N)− 1
)
∪ F
(δk0 (N))
2k0,N
.B2(k−k0)(Γ0(N)).
Démonstration.
(i) Le résultat vient directement des propriétés de la base B2(k−k0)(Γ0(N)).
(ii) La famille
(
F
(u)
2k0,N
[E
(0)
2,N ]
k−k0 , 1 6 u 6 δk0(N)− 1
)
∪ F
(δk0 (N))
2k0,N
.B2(k−k0)(Γ0(N)) est échelonnée
unitaire donc libre dans S2k(Γ0(N)). De plus, elle contient exactement dim(S2k(Γ0(N))) élé-
ments, c’est donc une base de l’espace.
(iii) Pour k > k0 la fonction ϕ : k 7→ dim(S2k(Γ0(N))) − dim(M2(k−k0)(Γ0(N))) est de période 6,
c’est une conséquence directe des formules donnant les dimensions d’espaces modulaires [16].
L’hypothèse (iii) impose à cette fonction d’être constante, ceci à partir de k = k0 + 1. On peut
alors appliquer (ii) à tout k > k0.
On utilisera systématiquement ce résultat pour 1 6 N 6 10. Pour N différent de 7 et 10, il viendra
δk0(N) = 1 alors que pour N = 7 et N = 10, on aura δk0(N) = 3. A noter qu’il existe des valeurs de N
pour lesquelles la situation (iii) ne se présente pour aucune valeur de k0, N = 26 par exemple.
La vérification de la condition sur les dimensions indiquée dans (ii) est possible grâce aux formules de
dimensions d’espaces rappelées à la partie I, et pour le paragraphe suivant, à l’aide de SAGE.
D’autres approches sont possibles. En remarquant, par exemple, que la fonction ∆(Nτ) appartient à
S12(Γ0(N)). Nous n’utiliserons pas cette remarque dans ce qui suit.
3
3 – Structure et bases de (S2k(Γ0(N)))k∈N∗, 1 6 N 6 10
À un niveau 1 6 N 6 10 donné, l’application du théorème III-1.2 repose sur la connaissance des bases
((F
(s)
2k,N )16s6δ(N)) pour 1 6 k 6
1
2ρN + 1 et de (F
(s)
ρN+4,N
)16s6ν(∆N ).
La détermination de ces bases va s’appuyer sur le lemme III-2.1. Lorsqu’il manquera des formes parabo-
liques pour compléter une base, on se souviendra que l’espace S2k(Γ0(N)) est inclus dans M2k(Γ0(N))
dont on connait une base d’après [5]. Une stratégie efficace consistera à rappeler les bases de M2k(Γ0(N)
obtenues pour les premières valeurs de k puis, grâce à un développement limité obtenu par SAGE, on
exprime les éléments F (s)2k,N recherchés dans la base connue B2k(Γ0(N)) = (E
(s)
2k,N )06s6d2k(Γ0(N))−1.
Comme ce fût le cas dans la partie II, nous nous attacherons à produire des bases s’exprimant en
fonction de la fonction de Dedekind η et, le plus souvent possible, en fonction des fonctions elliptiques
 et ̃, voir [5]. La variable de référence τ appartient au demi-plan de Poincaré H et on pose q = e2iπτ .
3.1 – Structure et bases de (S2k(Γ0(1)))k∈N∗
L’unité modulaire forte qui structure cet ensemble d’espaces est ∆1 = ∆.
Rappelons les premières valeurs de δ2k(Γ0(1)) :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16 18
δ2k(Γ0(1)) 0 0 0 0 0 1 0 1 1
Pour rappel, on peut choisir
{
E
(0)
2k,1 = E
k/2
4 si k ∈ 2N
∗
E
(0)
2k,1 = E
(k−3)/2
4 E6 si k ∈ 2N
∗ + 1.
On rappelle [5] que les fonctions d’Eisenstein E4 et E6 s’écrivent en fonction de ̃.
Pour k = 6q + r > 2, 1 6 r 6 6, une base échelonnée unitaire B2k(Γ0(1)) de M2k(Γ0(1)) est donnée par



(∆nE
(0)
2k−12n,1)06n6q−1 si r = 1
(∆nE
(0)
2k−12n,1)06n6q si 2 6 r 6 5
(∆q+1) ∪ (∆nE
(0)
2k−12n,1)06n6q si r = 6.
Cette base est unitaire, échelonnée régulièrement et s’exprime en fonction de ̃.
Le générateur de S12(Γ0(1)) est :
F
(1)
12,1 = ∆(τ) = q
+∞∏
k=1
(1− qk)24 =
1
256
(
̃
(
1
2
, τ
)
̃
(τ
2
, τ
)
̃
(
τ + 1
2
, τ + 1
))2
. (13)
Ce résultat est obtenu, par exemple, avec la factorisation de ̃. On peut aussi remarquer que le membre
de droite est dans M12(Γ0(1)) et les deux premiers termes de son développement limité coïncident avec
ceux de ∆.
Pour k ∈ J7, 12K, dim(S2k(Γ0(1)))− dim(M2(k−6)(Γ0(1))) = 0 = dim(S12(Γ0(1)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 6, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(1)) de S2k(Γ0(1)) est :
∀k > 6, C2k(Γ0(1)) = F
(1)
12,1B2k−12(Γ0(1)).
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3.2 – Structure et bases de (S2k(Γ0(2)))k∈N∗
La forme modulaire qui structure cet ensemble d’espaces est définie comme suit :
∆2(τ) = η(2τ)
16η(τ)−8 =
1
256
̃(
1
2
, τ)2 = q + 8q2 + 28q3 + 64q4 +O(q5). (14)
Rappelons les premières valeurs de δ2k(Γ0(2)) :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16 18
δ2k(Γ0(2)) 0 0 0 1 1 2 2 3 3
On a déterminé une base unitaire de M2(Γ0(2)) : E
(0)
2,2 = −3  (τ, 2τ).
On dispose d’une base échelonnée unitaire de M4(Γ0(2)) :
E
(0)
4,2(τ) = [E
(0)
4,2(τ)]
2 = 9(τ, 2τ)2 = 1 + 48q + 624q2 + 1344q3 + 5232q4 +O(q5).
E
(1)
4,2(τ) = ∆2(τ) =
1
256
̃(
1
2
, τ)2 = q + 8q2 + 28q3 + 64q4 +O(q5)
Cette base permet de mettre en évidence le générateur du premier espace parabolique selon Γ0(2) non
trivial. Voici un générateur de S8(Γ0(2)) :
F
(1)
8,2 = [E
(0)
4,2 − 64E
(1)
4,2 ]E
(1)
4,2
= q
+∞∏
k=1
(1 − qk)8(1− q2k)8
= q − 8q2 + 12q3 + 64q4 − 210q5 − 96q6 + 1016q7 +O(q8))
On dispose aussi de la représentation : F (1)8,2 =
1
256 ̃(
1
2 , τ)
2̃(τ, 2τ)2, ce qui justifie la forme factorisée
précédente. En effet, les deux composantes du produit sont dans M4(Γ0(2)), le comportement nul aux
pointes est facile à vérifier avec la représentation de Weierstrass. En tant que η-produit, ce résultat est
bien connu par ailleurs, voir [7] et [12] par exemple.
Pour k ∈ J5, 10K, dim(S2k(Γ0(2)))− dim(M2(k−4)(Γ0(2))) = 0 = dim(S8(Γ0(2)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 4, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(2)) de S2k(Γ0(2)) est :
∀k > 4, C2k(Γ0(2)) = F
(1)
8,2B2k−8(Γ0(2)).
3.3 – Structure et bases de (S2k(Γ0(3)))k∈N∗
La forme modulaire ∆3 ∈ M6(Γ0(3)) qui structure cet ensemble d’espaces est définie comme suit :
∆3(τ) = η(3τ)
18η(τ)−6
= q2
+∞∏
k=1
(1 − q3k)18
(1− qk)6
= q2 + 6 q3 + 27 q4 + 80 q5 + 207 q6 + 432 q7 + 863 q8 + 1512 q9 +O(q10)
Pour k ∈ N∗, notons (F (r)2k,3)16r6δ2k(Γ0(3)) une base échelonnée de S2k(Γ0(3)). Rappelons les premières
valeurs de δ2k(Γ0(3)) :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
δ2k(Γ0(3)) 0 0 1 1 2 3 3 4 5 5
5
Le générateur unitaire de S6(Γ0(3)) doit être dans M6(Γ0(3)) et grâce au développement limité de F
(1)
6,3
donné par SAGE, on obtient :
F
(1)
6,3 (τ) = E
(1)
6,3 − 27E
(2)
6,3 .
Pour k ∈ J4, 9K, dim(S2k(Γ0(3)))− dim(M2(k−3)(Γ0(3))) = 0 = dim(S6(Γ0(3)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 3, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(3)) de S2k(Γ0(3)) est :
∀k > 3, C2k(Γ0(3)) = F
(1)
6,3B2k−6(Γ0(3)).
3.4 – Structure et bases de (S2k(Γ0(4)))k∈N∗
La forme modulaire qui structure cet ensemble d’espaces est ∆ définie comme suit :
∆4(τ) = η(4τ)
8η(2τ)−4 = −
1
16
̃(
1
2
, 2τ) ∈ M2(Γ0(4)).
Le tableau des premières dimensions de (S2k(Γ0(4)))k∈N∗ :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(4)) 0 0 1 2 3 4 5 6
SAGE indique F (1)4,6 (τ) = q − 12 q
3 + 54 q5 − 88 q7 +O
(
q8
)
.
On pose
E
(0)
2,4 = ̃(τ, 2τ)
=
+∞∏
k=1
(1 − qn)8
(1− q2n)4
= 1− 8q + 24q2 + 32q3 + 24q4 − 48q5 + 96q6 +O(q7).
E
(1)
2,4 = ∆4 = −
1
16
̃(
1
2
, 2τ)
= q
+∞∏
k=1
(1− q4n)8
(1− q2n)4
= q + 4q3 + 6q5 + 8q7 + 13q9 +O(q11).
Une base échelonnée unitaire de M2k(Γ0(4)) est donnée par :
B2k(Γ0(4)) =
(
[E
(0)
2,4 ]
a[E
(1)
2,4 ]
b, avec (a, b) ∈ N2 tel que a+ b = k
)
.
Ainsi B6(Γ0(4)) = (E
(0)
4,6 , E
(1)
4,6 , E
(2)
4,6 , E
(3)
4,6) = ([E
(0)
2,4 ]
3, [E
(0)
2,4 ]
2[E
(0)
2,4 ], [E
(0)
2,4 ][E
(0)
2,4 ]
2, [E
(0)
2,4 ]
3) qui permet
d’identifier le générateur untaire de S6(Γ0(4)) :
F
(1)
6,4 = E
(1)
6,4 + 16E
(2)
6,4
= E(0)2,4E
(1)
2,4 [E
(0)
2,4 + 16E
(1)
2,4 ]
= q − 12q3 + 54q5 − 88q7 − 99q9 +O(q11).
Pour k ∈ J4, 9K, dim(S2k(Γ0(4)))− dim(M2(k−3)(Γ0(4))) = 0 = dim(S6(Γ0(4)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 3, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(4)) de S2k(Γ0(4)) est :
∀k > 3, C2k(Γ0(4)) = F
(1)
6,4B2k−6(Γ0(4))
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3.5 – Structure et bases de (M2k(Γ0(5)))k∈N∗
L’unité modulaire forte qui structure les espaces modulaires est :
∆5(τ) = η(5τ)
10η(τ)−2 =
1
16
((τ, 5τ)− (2τ, 5τ))2 = q2
+∞∏
n=1
(
1− q5n
)10
(1− qn)
2 ∈ M4(Γ0(5)).
Le tableau des dimensions des premiers espaces :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(5)) 0 1 1 3 3 5 5 7
On rappelle les éléments engendrant les premiers espaces M2k(Γ0(5)).
Le générateur normalisé de M2(Γ0(5)).
E
(0)
2,5 = −
3
2
((τ, 5τ) + (2τ, 5τ))
Une base échelonnée unitaire de M4(Γ0(5))
E
(0)
4,5(τ) = [E
(0)
2,5 ]
2 =
9
4
((τ, 5τ) + (2τ, 5τ))
2
E
(1)
4,5(τ) =
1
48
(
9((τ, 5τ) + (2τ, 5τ))
2
− 12
(
(
1
2
, 5τ)2 + (
5τ
2
, 5τ)2 + (
1
2
, 5τ)(
5τ
2
, 5τ)
))
E
(2)
4,5(τ) = ∆5(τ) =
1
16
((τ, 5τ)− (2τ, 5τ))2
Le développement limité du générateur unitaire de S4(Γ0(5)) donné par SAGE (F
(1)
4,5 = q−4q
2+O(q3))
permet d’identifier grâce à la base précédente :
F
(1)
4,5 = E
(1)
4,5 − 10E
(2)
4,5 .
Pour k ∈ J3, 8K, dim(S2k(Γ0(5)))− dim(M2(k−2)(Γ0(5))) = 0 = dim(S4(Γ0(5)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 2, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(5)) de S2k(Γ0(5)) est :
∀k > 2, C2k(Γ0(5)) = F
(1)
4,5B2k−4(Γ0(5)).
3.6 – Structure et bases de (M2k(Γ0(6)))k∈N∗
On sait que
∆6(τ) =
η(τ)2η(6τ)12
η(2τ)4η(3τ)6
∈ M2(Γ0(6))
= q2
+∞∏
k=1
(1 − qk)2(1− q6k)12
(1 − q2k)4(1 − q3k)6
(15)
Les dimensions des premiers espaces (M2k(Γ0(6)))k∈N∗ sont rappelés dans le tableau suivant :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(6)) 0 1 3 5 7 9 11 13
7
On rappelle la base échelonnée unitaire de M2(Γ0(6)) obtenue à la partie II :
E
(0)
2,6(τ) = −3(τ, 2τ)
= 1 + 24q + 24q2 + 96q3 + 24q4 + 144q5 + 96q6 + 192 ∗ q7 +O(q8)
E
(1)
2,6(τ) = −
1
4
((τ, 2τ)− (τ, 3τ))
= q − q2 + 7q3 − 5q4 + 6q5 + 5q6 + 8q7 +O(q8)
E
(2)
2,6(τ) = ∆6(τ) = q
2
+∞∏
k=1
(1− qk)2(1 − q6k)12
(1− q2k)4(1 − q3k)6
=
η(τ)2η(6τ)12
η(2τ)4η(3τ)6
=
1
48
(
3  (τ, 2τ)− 8  (τ, 3τ) +
5∑
k=1
(kτ, 6τ)
)
= q2 − 2q3 + 3q4 − q6 + 7q8 − 8q9 + 6q10 +O(q11)
Le développement limité du générateur unitaire de S4(Γ0(6)) permet d’identifier grâce à la base précé-
dente :
F
(1)
4,6 = E
(1)
4,6 − 25E
(2)
4,6 + 540E
(3)
4,6 + 864E
(4)
4,6.
Pour k ∈ J3, 8K, dim(S2k(Γ0(6)))− dim(M2(k−2)(Γ0(6))) = 0 = dim(S4(Γ0(6)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 2, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(6)) de S2k(Γ0(6)) est :
∀k > 2, C2k(Γ0(6)) = F
(1)
4,6B2k−4(Γ0(6))
3.7 – Structure et bases de (M2k(Γ0(7)))k∈N∗
L’unité modulaire forte de niveau 7 est :
∆7(τ) = η(τ)
−2η(7τ)14 = q4
+∞∏
n=1
(1− q7n)14
(1− qn)2
∈ M6(Γ0(7)).
Les dimensions des premiers espaces (M2k(Γ0(7)))k∈N∗ sont donnés dans le tableau suivant :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(7)) 0 1 3 3 5 7 7 9
Un générateur de M2(Γ0(7)) est donné par la formule générique :
E
(0)
2,7(τ) = −
3∑
k=1
(kτ, 7τ)
On rappelle une base échelonnée unitaire de M4(Γ0(7)) :
E
(0)
4,7(τ) = [E
(0)
2,7 ]
2 =
(
3∑
k=1
(kτ, 7τ)
)2
E
(1)
4,7(τ) =
1
8


(
3∑
k=1
(kτ, 7τ)
)2
− 3
(
(
1
2
, 7τ)2 + (
7τ
2
, 7τ)2 + (
1
2
, 7τ)(
7τ
2
, 7τ)
)

E
(2)
4,7(τ) =
1
32

3
3∑
k=1
(kτ, 7τ)2 −
(
3∑
k=1
(kτ, 7τ)
)2

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Le développement limité du générateur unitaire de S4(Γ0(7)) permet d’identifier grâce à la base précé-
dente :
F
(1)
4,7 = E
(1)
4,7 − 6E
(2)
4,7 .
On pourrait espérer appliquer le lemme III-2.1 comme précédemment. Mais si l’égalité C2k(Γ0(7)) =
F
(1)
4,7B2k−4(Γ0(7)) est vraie lorsque k n’est pas un multiple de 3, elle devient fausse lorsque 3 divise k :
le calcul des dimensions indique qu’il manque deux éléments dans la base C2k(Γ0(7)).
Il faut alors revenir au théorème 8.2. qui nécessite de connaitre une base de S6(Γ0(7)), et pour cela on
rappelle la base échelonnée de M6(Γ0(7)) trouvée à la partie II.
E
(0)
6,7(τ) = [E
(0)
2,7 ]
3
= 1 + 12q + 84q2 + 400q3 + 1476q4 + 4392q5 + 11184q6 + 24780q7 + 49668q8 +O(q9)
E
(1)
6,7(τ) = E
(0)
2,7E
(1)
4,7
= q + 9 ∗ q2 + 48 ∗ q3 + 181 ∗ q4 + 546 ∗ q5 + 1392 ∗ q6 + 3067 ∗ q7 + 6081 ∗ q8 +O(q9)
E
(2)
6,7(τ) = E
(0)
2,7E
(2)
4,7
= q2 + 7q3 + 32q4 + 95q5 + 241q6 + 503q7 + 1017q8 +O(q9)
E
(3)
6,7(τ) = −
1
128
(2  (τ, 7τ)− (2τ, 7τ)− (3τ, 7τ))(2  (2τ, 7τ)− (τ, 7τ)− (3τ, 7τ))
(2  (3τ, 7τ)− (τ, 7τ)− (2τ, 7τ))
E
(4)
6,7(τ) = ∆7(τ) = q
4
+∞∏
n=1
(1− q7n)14
(1− qn)2
Les développements limités d’une base de S4(Γ0(7)) donnés par SAGE, et l’élément F
(1)
6,7 facile d’accès
conduisent à la base suivante :
F
(1)
6,7 = F
(1)
4,7E
(0)
2,7 = E
(1)
6,7 − 6E
(2)
2,7
F
(2)
6,7 = E
(2)
6,7 − 49E
(4)
2,7
F
(3)
6,7 = E
(3)
6,7 −
13
2
E
(4)
2,7
Pour k ∈ J4, 9K, dim(S2k(Γ0(7)))− dim(M2(k−2)(Γ0(7))) = 2 = dim(S4(Γ0(7)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 3, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(7)) de S2k(Γ0(7)) est :
∀k > 3, C2k(Γ0(7)) = (F
(1)
6,7 [E
(0)
2,7 ]
k−3, F
(2)
6,7 [E
(0)
2,7 ]
k−3) ∪ F
(3)
6,7B2k−6(Γ0(7)).
Finalement, pour k > 1, grâce à des arguments analogues à ceux développés au lemme III-2.1, on peut
aussi donner la forme générique d’une base échelonnée unitaire C2k(Γ0(7)) de S2k(Γ0(7)) sous la forme :
C6k+2(Γ0(7)) = F
(1)
4,7B6k−2(Γ0(7))
C6k+4(Γ0(7)) = F
(1)
4,7B6k(Γ0(7))
C6k+6(Γ0(7)) = (F
(1)
6,7 [E
(0)
2,7 ]
3k, F
(2)
6,7 [E
(0)
2,7 ]
3k) ∪ F
(3)
6,7B6k(Γ0(7)).
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3.8 – Structure et bases de (M2k(Γ0(8)))k∈N∗
Les dimensions des premiers espaces (S2k(Γ0(8)))k∈N∗ sont les suivantes :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(8)) 0 1 3 5 7 9 11 13
La structure est ici très simple puisque ∆8(τ) = ∆4(2τ) ∈ M2(Γ0(8)).
Une base echélonnée unitaire de M2(Γ0(8)) constituée d’unités modulaires (dont une forte) :
E
(0)
2,8(τ) = ̃(τ, 2τ)
= η(τ)8η(2τ)−4 =
+∞∏
k=1
(1− qn)8
(1− q2n)4
= 1− 8q + 24q2 − 32q3 + 24q4 − 48q5 + 96q6 − 64q7 + 24q8 +O(q9).
E
(1)
2,8(τ) = −
1
16
̃(
1
2
, 2τ)
= ∆4(τ) = η(2τ)−4η(4τ)8 = q
+∞∏
k=1
(1 − q4n)8
(1 − q2n)4
= q + 4q3 + 6q5 + 8q7 + 13q9 +O(q10).
E
(2)
2,8(τ) = −
1
16
̃(
1
2
, 4τ)
= ∆8(τ) = η(4τ)
−4η(8τ)8 = q2
+∞∏
k=1
(1− q8n)8
(1− q4n)4
= q2 + 4q6 +O(q10).
On a aussi besoin d’une base pour M4(Γ0(8)) :
B4(Γ0(8)) = (E
(0)
4,8 , E
(1)
4,8 , E
(2)
4,8 , E
(3)
4,8 , E
(4)
4,8) =
(
[E
(0)
2,8 ]
2, E
(0)
2,8E
(1)
2,8 , E
(0)
2,8E
(2)
2,8 , E
(1)
2,8E
(2)
2,8 , E
(2)
2,8E
(2)
2,8
)
.
Toujours par un développement limité, on obtient le générateur unitaire de S4(Γ0(8)) :
F
(1)
4,8 = E
(1)
4,8 + 8E
(2)
4,8 + 32E
(3)
4,8 − 128E
(4)
4,8 .
Pour k ∈ J3, 8K, dim(S2k(Γ0(8)))− dim(M2(k−2)(Γ0(8))) = 0 = dim(S4(Γ0(8)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 2, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(8)) de S2k(Γ0(8)) est :
∀k > 2, C2k(Γ0(8)) = F
(1)
4,8B2k−4(Γ0(8)).
3.9 – Structure et bases de (M2k(Γ0(9)))k∈N∗
Rappelons les premières valeurs de δ2k(Γ0(9)) :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(9)) 0 1 3 5 7 9 11 13
Une base échelonnée unitaire de M2(Γ0(9)) :
E
(0)
2,9 = 3(3τ, 9τ)
= 1 + 12q3 + 36q6 + 12q9 + 84q12 + 72q15 +O(q18)
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E
(1)
2,9 = −
1
4
((τ, 3τ)− (3τ, 9τ))
= q + 3q2 + 7q4 + 6q5 + 8q7 + 15q8 +O(q10)
E
(2)
2,9 = ∆9(τ) = η(9τ)
6η(3τ)−2
= q2
+∞∏
k=1
(
1− q9k
)6
(1− q3k)
2
= q2 + 2q5 + 5q8 + 4q11 + 8q14 +O(q17)
On a aussi besoin d’une base unitaire échelonnée de M4(Γ0(9)) donnée par :
B4(Γ0(9)) = (E
(0)
4,9 , E
(1)
4,9 , E
(2)
4,9 , E
(3)
4,9 , E
(4)
4,9) =
(
[E
(0)
2,9 ]
2, E
(0)
2,9E
(1)
2,9 , E
(0)
2,9E
(2)
2,9 , E
(1)
2,9E
(2)
2,9 , E
(2)
2,9E
(2)
2,9
)
.
Toujours par un développement limité, on obtient le générateur unitaire de S4(Γ0(9)) :
F
(1)
4,9 = E
(1)
4,9 − 3E
(2)
4,8 − 27E
(4)
4,8 .
Pour k ∈ J3, 8K, dim(S2k(Γ0(9)))− dim(M2(k−2)(Γ0(9))) = 0 = dim(S4(Γ0(9)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 2, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(9)) de S2k(Γ0(9)) est :
∀k > 2, C2k(Γ0(9)) = F
(1)
4,9B2k−4(Γ0(9)).
3.10 – Structure et bases de (M2k(Γ0(10)))k∈N∗
Rappelons les premières valeurs de δ2k(Γ0(10)) :
2k 2 4 6 8 10 12 14 16
δ2k(Γ0(10)) 0 3 5 9 11 15 17 21
On obtient la base échelonnée suivante pour M2(Γ0(10)).
E
(0)
2,10 = −3(5τ, 10τ)
E
(1)
2,10 = −
1
8
((τ, 2τ)− (5τ, 10τ))
E
(2)
2,10 =
1
16
((τ, 2τ)− 2(τ, 5τ)− 2(2τ, 5τ) + 3(5τ, 10τ))
Il faut aussi une base échelonnée pour M4(Γ0(10)).
E
(0)
4,10 = [E
(0)
2,10]
2
E
(1)
4,10 = E
(0)
2,10E
(1)
2,10
E
(2)
4,10 = E
(0)
2,10E
(2)
2,10
E
(3)
4,10 = E
(1)
2,10E
(2)
2,10
E
(4)
4,10 = [E
(2)
2,10]
2
E
(5)
4,10 = ∆2(5τ) =
1
256
̃(
1
2
, 5τ)2
E
(6)
4,10 = ∆10(τ) = η(τ)
2η(2τ)−4η(5τ)−10η(10τ)20
On obtient alors grâce à l’identification des développements limités :
F
(1)
4,10 = E
(1)
4,10 − E
(2)
4,10 − 4E
(3)
4,10 + 2E
(4)
4,10 + 16E
(5)
4,10 − 40E
(6)
4,10
11
F
(2)
4,10 = E
(2)
4,10 − 7E
(4)
4,10 + 4E
(5)
4,10 + 40E
(6)
4,10
F
(3)
4,10 = E
(3)
4,10 − 3E
(4)
4,10 − 8E
(5)
4,10 + 20E
(6)
4,10
Pour k ∈ J3, 8K, dim(S2k(Γ0(10)))− dim(M2(k−2)(Γ0(10))) = 2 = dim(S4(Γ0(10)))− 1.
En application du lemme III-2.1, pour k0 = 2, la forme générique d’une base échelonnée unitaire
C2k(Γ0(10)) de S2k(Γ0(10)) est :
∀k > 2, C2k(Γ0(10)) = (F
(1)
4,10[E
(0)
2,10]
k−2, F
(2)
4,10[E
(0)
2,10]
k−2) ∪ F
(3)
4,10B2k−4(Γ0(10)).
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